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Ce chapitre est consacré ii l'étude de l'influence hydrodynamique subie par une bulle 
spherique du fait de la proximie d'une surface imperméable ou de la présence d'une autre bulle. 
Ces deux problèmes sont kquivalents pour les deux situations particulières respectivement 
decrites dans les paragraphes 6.l.a et 6.l.b. Une bulle de volume fi,, et de rayon R est 
plongée dans un houlement stationnaire et uniforme de champ de vitesse non-perturké U , de 
viscositél dynamique p et de masse volumique p. 
6.1. a Interaction hydrodynamique entre deux buIIes 
Le premier problème auquel cette étude s'applique est celui de deux b u b  identiques en 
équilibre au sein dku 6coulement uniforme et stationnaire dont le champ de vitesse U est 
orthogonal I'axe reliant les centres des deux bulles (figure 6.E). Lot distance séparant les 
centres des deux bulles est notk d. Cette configuration d'hulement est en fait srnetrique par 
rapport au plan x = d/2. L'bcoulement est alors identique dans chaque demi-plan B la situation 
décrite dans le paragraphe 6.1 .b. 
Figure 6.1 
6 , l , b  Bulle en présence d'une surface plane imperméable 
Le deuxième cas de figure correspond A une bulle située proximité d'une surface plane 
imperméable, La bulle considérée est plongée dans un écoulement dont Ia vitesse U ii l'infini 
est parallèle Z i  la surface ï (figure 6.2). 
Figure 6.2 
Ces deux configurations d'koulement sont iéquivalentes si la surface r est plane et 
permet b glissement du fluide, car les conditions limites qui y sont vériftées ( cf. 3 1.7.3) sont 
identiques à celles existant sur un plan de symétrie : 
Ces conditions s'écrivent en reprenant les notations des figures 6.1 et 6.2 : 
V.e, = O (6.3) 
e,.pZ.e, =O 
e,. pT.e, = O 
Dans ces deux situations, i'ticoulement est caractérisé par le nombre de Reynolds : 
et pat la distance adimeDsionneiie Ad : 
Cabjectif de ce chapitre est d'apporter principalement des informations nouvelles, 
lorsque IWoulement est uniforme, stationnaire et visqueux, sur Ea force d'interaction FI, 
résuhant de la présence de la surface r . Pour les deux configurations d'écoulement 6.1 .a et 
B. 1.b pr€senths @demment, la force Fm = Fm ex est exfi& en fonction du coefficient 
deportance C,par: 
L'influence de la proximité de la surface r sur la force de traînée visqueuse F, = F, est 
également éhidiée. Conme pour les chapitres pdcédents, CD est comparé au coefficient de 
trril"née visqueuse Cm de i'€coulement stationnah uniforme U = U ex autour d'une bulle 
isolée. 
6.2 Présentation des simulations 
Les simuEations num6riques ont et6 réalis& pour trois distances différentes (A, = 6, 
A, = 10 et A, = 14) et pour des nombres de Reynolds compris entre 10 et 500. Lit principale 
diffkrence avec les autres çanfiguratianç d'écoulement pdsentées dans les chapitres pnkkients 
réside dans la ghrnétrie de i'écoulement et par conslequent dans la définition du domaine de 
calcul. Jusqu'A pdsent. toutes les fronti&res extdrieures &aient ptacBes loin de la bulle. Pour 
l'étude présent& dans ce chapitre, la fmntih x = d/2, cmspondant In surface l?, est placde 
ii quelques diamètres de la bulle, Cette modification nécessite donc la construction d'un 
nouveau maillage curviligne orthogonal pour chaque distance A, étudiée. 
Les maillages orthogonaux utilisds sont construits & partir du maillage LCE (cf. f. 8.6). 
Pour les maiIIes dont la coordonnée curviligne est inférieure h 6 = 2, le maillage est identique 
au rnaiIlage LCE. Pour les mailles comprises entre 5 = 2 et la frontière x = dJ2, le maillage est 
construit en remarquant que les lignes de coordonn6es q = cste du maiIIage LCE sont 
pratiquement orthogonales la ligne & coordonnée x = d/2. Les mailles sont alors d6finies en 
se d6plaçmt sur chaque ligne de coordonnées q, = cste avec un pas Aci constant (figure 6.3). 
Les trois mailIages ainsi consttuits sont présentés sur la figure (6.4). 
Figure 6.3 : Consbriction du maillage 
(a) A, = 6 
(c) Ad = 14 
Figure 6.4 : Présentation des mailIages au voisinage de la b d e  
6.3 Force d'interaction 
Les résdtats des différentes expériences numeriques concernant Ie coefficient C, sont 
regroupés dans les tableaux 6.1,6.2 et 6.3. Comme dans les chapitres prkédents, le coefficient 
dynteraction CIm est dkcomposé en Cm = CIm +CINTV où Cm et CIm représentent 
respectivement Ies contributions de la pression et de Ia contrainte nonnale visqueuse. 
La figure 6.5 montre I'évoiution de C,, en fonction de Ia distance adimensionnelle A, 
pour les diffbrents nombres de Reynolds &tudi&, Le coefficient Cl, y est comparé avec le 
rbultat correspondant à l'écoulement potentiel. Le coefficient d'interaction en écoulement 
potentiel, calculé l'aide du potentiel des vitesses détemin6 dans le cas général par Biesheuvel 
& Van Wvftgmrdert (1 9821, s'écrit en première approximation : 
On constate tout d'abord que les résultats des simu1ations sont fort éloignés de ceux de la 
théorie potentielle. D'autre part, ils montrent &galement que le signe de la force d'interaction 
n'est pas constant. En effet, celui-ci dépend à Ia fois de la viscusite de l%coulement, c'est B dire 
du nombre de Reynolds, et de la distance entre la bulle et Ia surface T . Ce wmporternent n'est 
pas pddit par la solution potentielle pour laquelle la force d' interaction est toujours attractive. 
Ainsi ce comportement particulier apparaît lié à l'influence de la vorticite existant autour de la 
bulle comme le montre le signe de toutes les contributions des conbahtes normales visqueuses 
Cmv caî~ulées (tableaux 6.1 à 6.31, CeIIes-ci sont négatives dans toutes les configurations 
d'écoulement étudiées c'est ii dire que leur contribution est répulsive. Lorsque le nombre de 
Reynolds diminue et/ou Iorsque Ia paroi se rapproche, Ia contribution visqueuse Cmv devient 
de plus en plus significative. Sa comparaison avec la contribntion de la pression C,Im semble 
tendre vers un rapport constant I C - / C ~ I = ~  comme dans le cas des coefficients de 
portance et de trainde. On constate dors que la contribution de la pression diminue et devient 
répulsive sous l'effet de la diffusion visqueuse de la vorticité interfaciale, 
On retrouve Ie mEme comportement que celui observé par Kim et ai. (1993) lorsque 
l'inclusion est une sphkre solide. lies r6suItats des simulations numériques réalisées par ces 
auteurs montrent que, pour les nombres de Reynolds 50, Iûû et 150 €tudiés, la force 
d'interaction entre deux sphères solides est répulsive sj l'ordre de grandeur de la distance les 
séparant est inférieur à deux ou trois dim8tres dors que pour des distances supérieures elle est 
attractive. 
On observe par exempIe que pour une distance h la surface (ou l'autre bulle) donnee, II 
existe un nombre de Reynolds critique Re, pour lequel Ia force d'interaction exercée sur la 
bulle est nulle. La force d'interaction est alors nulle car les contributions visqueuse C,, et de 
pression CIm sont de m&me intensit6 et de signe contmire. Ainsi lorsque Re ReC la force 
exerck est attractive dors qu'elle est répulsive lorsque Re < R q  e. 
De même, pour un nombre de Reynolds donné on constate qu" existe une distance 
critique dc pour laquelle la force d'interaction exer& sur la bulle est nulle. Lorsque la bulle est 
placee à une distance d > d, la force d'interaction est attractive alors que pour d < d, elle est 
répulsive. Ainsi si l'on considère une bulle libre de se mouvoir perpendiculairement h 
I'tmlemeat, la position d = d, représente dans cette situation le point d'dquiiibm de la bulle. 
Le diagramme (Re,d) présentant le sens de la force pour les simulations réalides permet 
de définir deux zones distinctes pour lesquelles les conditions de lvécoulement entraTnent une 
force répulsive ou attractive (figure 6.6). La combe d, (Re) est estimh par simple interpolation 
linéaire h I'aide des valeurs num6riques de CM. On constate que dans le plan (Re,d) la partie 
correspondant à une force répulsive est beaucoup moins importante pour une bulle que pour 
une sphére solide, La vorticité produite h la surface de la sphhre solide étant beaucoup plus 
intense, ce résultat mforcc l'idée que Ia p h n m  de la paroi perturbe la diffusion de la vorticitei 
gén€rge A la surface de l'inclusion et se traduit par une conîribution répulsive 21 la force 
d'interaction. 
Le tableau 6.4 regroupe les rapports des intensités de la force d'interaction F;NT et de la 
force de portance rhultant d'un champ de vorticiû5 constant dont i'intensité est caractérisee 
par Ie nombre dimensionnel A, defini au chapitre 4. Cette comparaison est intéressante car, 
Iorsqu 'une bulle se trouve à proximid d'une paroi, la force d'interaction liée h la présence de la 
paroi et la force de portance liée ii au grsidient de vitesse présent dans la couche limite sont 
appliqwhç sur la bille suivant la m&me direction mais pas forc6ment dans le meme sens. Le 
rapport P,/h s'exprime en fait en fonction des coefficient d'interaction C, et de portance 
CL sous la forme : 
Ce mpport est &valu& 21 l'aide des résultats numériques obtenus au chapitre 4 pour 
l'écoulement cisaillé (4.1) et de ceux p&ent€s dans les tableaux 6.1,6.2 et 6.3. Les valeurs du 
rapport Ifrn/ql correspondmi à une distance adimensionnelle A, = 6 montrent que celuici 
dépend considdrablement il la fois du nombre de Reynolds et de l'intensité du cisaif Iernent de 
l'écoulement. On ne peut en tirer par conséquent aucune tendance gen6rrtfe. Ces deux forces 
devront donc être prise en compte ensemble p u r  décrire les actions hydrodynamiques exercées 
sur une bulle proche d'une paroi, 
De rnani&e gentMe, nos &suItats soulèvent une question de fond sur la représentativite 
de toutes les &tudes d'interaction de bulles réalisées en théorie potentlelIe [Van Wijffgaarden 
1993, Sangmi & Didwania 1993, Smreka 19931. Mêmes si ces études sont en elles-memes 
intéressantes, il parait clair, au vu de nos conclusions, que les effets de vorticité contrale en fait 
la force d'interaction sur toute la plage de nombre de Reynolds d'utilite pratique. Ceci 
expliquera que loque les bulles sont plongées dans un champ de gravité, ces études prédisent 
l'apparition d'amas horizontaux, induits par les forces attractives, dors que I'exp€rience 
quotidienne montre que les bulles peuvent se fipartir uniforrntrnent. Autrement dit, nous 
sommes enclins à penser que la prise en compte des effets de Ia vorticité présente la sirrface de 
1s bulle est indispensable pour aboutir Zt des modeles dalistes d'écoulements & bulles et tout 
particulihrement pour les simulations "directes" & ces éooulements. 
6.4 Force de traînbe 
Les résultats concernant la force de û&Be sont repu@ dans Ie tableriis 6.5. Les valeurs 
des coefficients de trahée sont comparées avec celles de l'écoulement stationnaire C, 
correspondant à Ad = . 
Les effets sur la mînée  de la bulle peuvent etre considérés comme négligeables p o ~  les 
trois distances choisies. On retrouve donc le resultat dkjh observ6 pour les écoulements 
pkt5dents (chapitres 4 et 5). Ce témItat confm le calcul de Kok (1993) qui a obtenu la force 
de traînée visqueuse en calculant la dissipation de I'kouIement potentiel (relation 0.1 1). Le 
coefficient de Mnée  conespondant s'&rit 5 T'ordre YRe : 
Ce resultat montre que la correction par rapport au dsultat de k i c h  (1949) nkst 
significative que lorsque la surface imperméable (ou la bulle) est très proche. Par exemple, la 
modification de la traîn& est supérieure à 2% pour une distance infdrieure d = 3.SR c'est h 
dire lorsque la distance enm les deux bulles est inférieure à, 1,s R ou que la distance séparant la 
bulle et la surface est plus petite que 0.75 R. Dans de telles situations d'approche, la bulle se 
deforme et cette déformation est xesponsabte d'une modification de trdnée bien plus importante 
encore. 
finsi, dans les situations oii la distance skparant la bulle d'une autre bulle ou d'une paroi 
est respectivement supérieum iî deux et un rayon, la modification induite sur Ia force de traînBe 
pourra *ire considérée c o r n  négligeable. 
6.5 Description de l'écoulement 
L'écoulement autour de la bulIe sphdrique obsewd Bans cette étude est beaucoup moins 
spectaculaire que celui décrit par Kim et al. (1993) p r  une sphkre solide dans la meme 
configuration et sensimement pour les memes nombres de Reynolds. La différence provient 
bien entendu de l'absence de zone de reci~ulation derritre la bulle. tes &ultats numériques 
obtenus montrent que même pour une bulle dont le centre est distant de Ea surface impem6able 
uniquement de 1.5 diamètre (Ad = 61, I'effet sur le sillage est imperceptible mgme ii Re = 10. 
Celui-ci reste pratiquement paralE1e h I'eCouiement et nksî pas d6vi6 vers le plan de sy mdtrie 
x = dl2 comme pour une s p h h  solide. On constate encore une fois la consQuence de la 
différence de condition la limite entre une bulle sphdrique et une s p h h  solide. Pour une 
bulle, la condition de cisaillement nul permet h I'écouternent entre la bulle et la surface 
imperm6able de se faire sans résistance, i'écorilement *glissant" & la surface de la bulle. Par 
contre dans le cas de la sphére solide, la condition d"adh6mce la surface accompagnh de 
l'augmentation de la vitesse de i'€coulement entre la particule et le plan de symétrie se traduit 
pas un décollement plus prés du point d' arrêt amont mu la partie de la s p h h  la plus proche du 
plan de symétrie [Kim et al., 19931. 
Le tracé du pmfd des vitesses de part et d'autre de la bulle ilIustre I'effet de la p h n c e  de 
la paroi ou de l'autre bulle. Zes figures 6.7 pdsentent les vitesses adimensionnelles V, JU 
normales à l'axe ex dans le plan (e,,e,). Les profils de vites& de chaque cote de la bulle sont 
peu modifiés A Re = 500. Par contre I'infiuence de la paroi est croissante lorsque le nombre de 
Reynolds diminue et la vitesse tangentielre sur la partie de la bulIe faisant face l'axe de 
symétrie est accrue. On constate 6gaIement que pour le nombre de Reynolds Re = 10, la vitesse 
sur la surface r est inférieure A la vitesse de l'écouiement non-perturbé traduisant ainsi l'effet 
de la diffusion visqueuse responsabIe de Ia force de répubion. 
0-----O A, = 14 
D.---.a A, E 10 
a....-a A, = 6 
Sd. potentielle A, = 1 O 
Figure 6.5 : Coefficient Cm 
r Force repulsive 
._..._... de Spker Solide (Kim et al. 1993) 
6.6 : Nature de la force 
(a) Re = 10 
-1.75 
. , 
(b) Re = 100 
(c) Re = 500 
Figure 6.7 : Profils des vitessa V,/U dans le plan (ex.@,) pour Ad = 6 
Tableau 4.1 : Coefficient Cm pour A, = 6 
Tableau 6.2 : Coefficient C, pour A, = 10 
Tableau 6.3 : Cmficient Cl, pour Ad = 14 
Tableau 6-4 : Rapport IF,/&[ pour Ad = 6 
6.6 Conclusions 
Ce chapitre a permis de mettre en évidence h raide de plusieurs simulations numériques Ie 
fait qu'an 6couIement visqueux Ia f o m  d'interaction entre une bulle et une paroi imperdable 
ou une autre bulle est selon la distance les séparant attractive ou répulsive. Ces résultats 
rejoignent ceux obtenus num6riquement par Kim et al. ( 1993) pour une sphère solide et sont 
primordiaux car ils demontrent ainsi les limites de la théorie potentielle pour laquelle la force 
exerc6e sur Ia bulle n'est qu'attractive. Les dsultats obtenus montrent &gaiement que, tant que 
la dis tance entre la bulle et l'axe de symétrie est su@neure h un diarnhtre, l'effet sur la traPn& 
visqueuse est imperceptible. 
La suite logique de ce travail consistera il calculer par simulation num6ricpe la force de 
portance subie par une bulle situte dans une couche limite de paroi afin d'étudier la 
combinaison des effets de vorticité pdsentés au chapitre 4 et ceux r6suItant de la prolrimit6 
d'une paroi imperméable dtirdi& dans ce chapitre. L'utilisation de mdhges issus du g6nbteur 
orthogonal d€veloppé par Blanco (1992, 1995) permettra d'ekndre cette dtude des distances 
bulle-paroi encore plus duites.  
Conclusion 
Conclusions et perspectives 
Ce travail & dominarice numérique a permis de mettre en évidence certains aspects des 
effets de lkccél6ration, de la d6fomation et de la vorticité d'un 6coulement sur les actions 
hydrodynamiques et le transfert thermique Ia surface d'une bulle sphérique. 
Du point de vue de la themique, les dsultats analytiques et numrrriques obtenus ont 
démontré que les effets majeurs résultant de l'inertie d'un €coulemeut sont d'origine 
instationnaire, L'effet de déformations spatides peut 6tre considérk en premikre approximation 
comme n6gligeable. Ainsi une description cornpl6te des transferts en écoulement complexe 
devra rendre compte des effets d'histoire thermique en elargissant aux situations 
prédominance visqueuse la solution analytique proposée pour un 6coulement potentiel, 
Les dsultats nouveaux concernant les phénoménes d'6bulIition et de condensation d'une 
bulle de vapeur ont souligné la diffhnce existant entre ces deux phdnornhes lorsque le bilan 
df6nergie $i l'nterface conir6le la croissance de la hlle. La condensation apparallt comme €tant 
plus complexe et par conséquent plus délicate à dkr l le  h cause de 1'Cpaississement croissant des 
couches limites et de l'acc6Iération de Ia vitesse interfaciale en fin de processus. Cependant les 
piemiers instants sont trrès bien décrits tant que l'écouiement autour de la bulle ieste uniquement 
contr816 par la vitesse interfaciale, les lois d'6volution du rayon et du transfert themiigue 
correspondant alors B celles obtenues en milieu au repos. Bien que les e f f e l  de masse ajoutBe 
soient ceux cdcul6s en fluide parfait, Ia description hydrodynamique da la condensation est 
rendue délicate car la force d'histoire est souvent pr@ondérante, Le phénomène d'ébullition est 
quant à lui compod de deux régimes îrb distincts qui sont clésonnais parfaitement bien dkrits 
car Ies résultats numdriques obtenus ont permis de proposer les Iois donnant 1'6volution du 
transfert d'énergie 3 l'interface. ies actions h ydrod ynamiques correspondent A la superposition 
de la force de traln6e stationnaire, du terne de masse ajouge calcul6 en fluide parfait et d'une 
force d'histoire ps6sente h petit nombre de Reynolds et gardant en memoire les premiers 
instants. Une compréhension plus poussée de ces deux ph&nom&nes dépend maintenant de la 
description de cette force d'histoire. Celle-ci se décompose en une contribution résultant des 
conditions initiales et independante du sens de déplacement de l'interface et une contribution 
traduisant le retard classique provenant de In diffusion de la votticit6 dans Yhulement au cours 
d'une dvoIution instationnaire. 
Une grande pcutie de cette &tude a ensuite Bt6 consacrée aux forces hydmdynamiques et 
plus particulihrement la force de portance que peut subir une bulle sphkrique. Les dsultats 
num€fiques obtenus ont permis d'apporter de nombre- informations concemant l'ex-ion 
génerale de la force induite par la ddfomtion et la vortkit4 d'un écoulement. L'extension au 
cas d'un houlement visqueux des dsultats obtenus en fluide parfait faiblement rutationnel a pu 
êtse réalisée. Pour cela, Ies valeurs du coefficient de portance correspondant ii différentes 
intensités de vort icité d'un cisaillement lin&ire ont tout d'abord été calcul6es sur une plage de 
nombre de Reynolds allant de O. 1 à 500. De plus, une g6néralisation de la théorie de Safman 
( 1965) a permis d'obtenir l'expression de la force de portance sur une bulle petit nombre de 
Reynolds qui a ensuite été confirmée par les simulations. Les expériences numériques ont 
ensuite montré que la force de portance d'origine rotationnelle se superpose avec la force 
d'inertie 14sul tant de Ea déformation de YécuuIement lorsque celui-ci est en rotation solide. Elles 
ont également mis  en évidence l'apparition d'une force de portance provenant de la génération 
de wrticité i3 la surface de la bulle lorsque les gradients de i'écoulement ne sont pas alignés avec 
le mouvement d'ensemble. J1 est alors apparu clairement qu'il existe deux forces de portance 
d'origine bien différente, l'une liBe Zt la vorticit6 de Yécoulement de base, E'autre celle gén& 
sur l'inclusion. Enfin, 1'6nide de l'influence hydrodynrunique de la proximité d'une paroi ou 
d'une autre bulle a permis d'exprimer la focce de pottance cornpondante dont la connaissance 
est indispensable h la description par exemple des mouvements de buIles dans des écoulements 
en conduite. Lorsque la bulle est très proche de la paroi, la vorticité de 1'6coulement est 
responsable du changement de sens de la force d'interaction qui devient répulsive lorsque Ja 
r -  distance sdparant la bulle et la paroi est de I'oràre de grandeur du diamétre de la bulle. Ces 
résultats nouveaux pour une bulle mettent en defaut la théorie potentielle ainsi que ses 
applications en écoulement visqueux car la force d'interaction prEdite par cette approche ne peut 
êm qukttractive. 
La suite donner a ce travail est ditectement liée au potentiel important de lkutil 
numérique dléveloppé et aux nombreuses et diverses interrogations que posent encore les 
ecoulements h phases dispersées. Tout #abord une Chde identique A celle-ci lorsque l'inclusion 
est une sphère solide ne pkente aucune di fficultd suppldmentaire et sera rapidement engagée. 
De plus 1Vtude de la force de portance dans un écoulement de Poiseuille devrait permettre de 
compléter les infomiations d6j2 recueillies afin d'hdier notamment Ia combinaison des effets 
de portance liés h la double présence de la paroi et du cisaillement de l'koulement. Ces deux 
travaux complémentaires sont immédiatement réalisables et ne demandent aucun travail 
numérique suppI6menhït-e. 
Les connaissances relatives aux forces exerchs sur une particule sphérique ont 
considérablement progressé gtice notamment aux résultats apport& par cette étude. On peut 
maintenant raisonnablement envisager d'aborder l'ttude par simulation numérique de deux 
centres d'inter& essentiels dans les écoulements il phases dispersdes dels h savoir Ia 
d6fomtion de la buile et la turbulence qu'elle! g 6 n h  ou modifie. A cet effet, i'adjonction, d€jb 
partiellement ddisée, dans le code JADIM de moihies nurnéLjqueis d&vel@ pd&lement  2i
I'IMFT offre des possibilités d'investigation qui devraient permettre dans les prochaines a n n h  
d'apporter des informations @cieuses p u r  la mod&lisation des écoulements réels. 
La g6néralisation B trois dimensions d'un ge'nérateur de maillage et d'un algorithme de 
résolution des Quations de Navier-Stokes autour d'une inclusion dtformable [Blanco, 19951 
devrait permettre 1'6tude des déformations queIconques d'une bulle dans diverses situations 
type. Pm exemple, Ia ~ o l u t i o n  umérique de I'mmnsion d'une bulle sous l'action de la gravig 
dans un liquide au repos apportera des informations essentielles permettant de comprendre 
notamment I'influence de la d€formation de la bulle sur la forme de sa trajectoire (h61ico'idaJe ou 
en zigzag). 
La simulation des grandes écheUes de la mbulerroe accompagnée de la prise en compte 
des effets de sous-maille [Calmei, 19951 offre Bgalement des perspectives très attractives. Par 
exemple, 1' outil numérique est déjà potentiellement capable de simuler i'écoulement autour 
d'une bulle plongh dans une turbulence contrôlh et de d k r k  entre autres choses ce que 
deviennent les expressions des différentes forces obtenues en écoulement Saminaire. La 
simulation numérique de la turbulence gén& dans la couche limite et le sillage de Ia bulle 
ouvre également des perspectives pleines de promesses pour la description des effets Iocaux 
dans les Ccoulements dispersés. 
Il est kvident que même si ces perspectives sont h portée de calculateur, elles demandent 
mal@ tout un travail nudrique non negligeable et des possibilités de caIcu1 qui le sont encore 
moins.. . 
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Annexes 
Annexe 1 
Al. 1 Expression des opérateurs vectoriels en coordonnées curvilignes 
orthogonales 
A 1.2 Equations de passage entre le domine numérique et le domaine physique 
du rndage  LCE 
A l . 1  Expression des opérateurs vectoriels en coordonnées 
curvilignes orthogonales 
Les differents opérateurs vectoriels utilisés dans cette étude s'écrivent en coordonnées 
curvilignes orthogonales 6, de la manière suivante : 
- Gradient B'un scalaire t) : 
- Gradient d'un vecteur A = Ai et, : 
- Rotafionnel d'un vsteur A = Ai egi : 
- Divergence d'un vectew A = Ai eu : 
- Divergence d'un tenseur d'ordre deux T = (T.,) : 
(Al. 1) 
(Al A) 
A1.2 Equatlons de passage entre le domaine numkriqae et le 
domaine physique du maillage LCE 
Le maillage axisymttrique (eV q, $1 choisi pour les simuIations numériques autour d'un 
obstacle sphérique est le maiIlage obtenu par rotation d'angle $ autunr de l'axe e, du maillage 
plan (6, q) oQ 6 et q sont respectivement les lignes de courant et les dquipotentielles de 
i'6couIernent potentiel autour d'un cylindre. Les équations de passage entre le domaine 
numbrique et le domaine physique sont, pour ce maillage, les suivantes : 
- du domaine physique (x, y, z) au domaine transformé (c,q, 0) : 
- du domaine transfomi6 (c, q, @) au domaine physique (x, y, z) : 
(Al .7.a) 
Annexe 2 
Conditions aux limites à la surface d'une bulle 
A2.1 Thermos~atique de I" interface 
A2.2 EEriture de l'équation de biim & l'interface pour une grandeur 9 
A2.3 Bilan de masse 
A2.4 Bilan d'entropie 
A2.5 Bilan de quantitt5 de mouvement 
A2.6 Bilan d'énergie 
Cette annexe est consac& ik I'kriture des conditions aux limites à l'interface d'une bulIe 
et d'un liquide. Ces conditions sont obtenues à partir des bilans interfaciaux de masse, de 
quantite de mouvement, d'énergie et dkntropie. Les grandeurs correspondant h chaque phase k 
(k=l, 2) sont indicées par et les grandeurs interfaciales par ,. On note pour la phase k 
considMe, n, et tjk (j=1,2) respectivement la normale sortante et les vecteurs tangents 
l'interface qui vérifient : 
Compte tenu de (A2.11, les vecteurs tangents seront noth indifféremment t , On note 
également par les indices , et ,, les projections des vecteurs et des tenseurs suivant la normale 
n et le plan tangent. Qn pose n = n, . 
Les bilans sont écrits dans un premier temps dans b cas g€néral A l'aide des hypotheses 
les moins restrictives pssibIes. Il s'agit des deux hypoth&ses suivantes : 
Hl : Il n" a pas de masse superficielIe a t k h k  à l'interface ( p, = 0). 
B2 : L'interface n b t  pas la source d'une production d'entropie c'est B dire que les 
transferts mol~ulaipes interfaciaux irréversibles sont ndgIigeabIes. 
Les bilans obtenus sont ensuite ecrits (5 1.7.3) dans deux cas particuliers correspondant 
aux situations abordBe$ dans cette étude, ii s'agit des situations ob la bulle est sphdrique et de 
rayon fixe (Chapitres 2,4,5 et 6) et oii Ia bulle est spheriqut, non défomable mais en présence 
d'un changement de pliase (Chapitre 3). 
A2.1 Thermostatique de l'interface 
Dans le cas oh l'interface est constitulée dbune seule: espèce, ce qui correspond b un 
équilibre entre un liquide pur et sa vapeur, I'dnergie interne de I'interface s'&rit [Fabre, 19851 : 
avec la relation de Gibbs-Duhem : 
oh e,, s,, o et T, sont respectivement l'énergie interne surfacique, l'entropie sutfacique, 
la tension superfîeielle oh densite d'énergie Iibte surfacique et la ~rnpémaire de l'interface. 
Dans le cas 05 l'interface est consituée d'un sys thme binaire d'espèces a et P , ce qui 
correspond par exemple & une bulle d'air dans de l'eau en présence de tensioactifs oh 
d'impuretés, la relation (A2.2.a) est inchangée mais la relation (A2.2.b) devient : 
OP Ca, est la concentration de I'espèce a dans la phase liquide et le potentiel 
chimique de I'esfice B. On constate donc que si Cd est constante, Ia thermostatique de 
l'interface peut Gtre ddcrite par le systérne (A2.2). De plus si a est indépendant de la 
température* (A2.2) s'dcrit dors : 
ob H3 est en fait i'hy poth&se de tension interfacide constante, 
A2.2 Ecriture de 19Cquation de bilan pour une grandeur 4) 
L'equation de bilan d'une grandeur & densité volumique et surfacique respectivement 9, 
et ql, dont les taux voIumique et surfaciqua de création sont respectivement ak et R, et  dont 
les flux surfacique et lineiques sont respectivement 54, et II, r4, s'écrit lacalement fintedace 
[Fabre, 19851 : 
oh est la courbure moyenne de l'interface au point consideré et V,. la divergence 
surfacique, 
A2.3 Bilan de masse 
Pour la masse les différentes grandeurs intervenant dans l'dquation de bilan (A2.5) sont: 
IPk = Pk 
CP, = O d'tip*~ H l .  
& = Q = O  
nk =nI = O  
L'équation de bilan (A2.5) s'écrit dors : 
On notera &gaiement par la suite h, = p, (v, - V, ). n, . 
A 2.4 Rilan d'entropie 
Z'6criture cornplete du bilan d'entropie n'est pas développée ici mais seuls les résultats 
qui en ddcoulent sont pr15sends. Ceux-ci sont en fait obtenus en combinant le bilan interfacial 
d'entropie avec les equations de conservation de la quantité de mouvement (A2.10) et de 
I'6nergie (AS. 15) qui vont suivre [Fabre, 19851. Ils sont cependant introduits à cet endroit de 
I'annexe car ils pemettent de simplifier l'&ritwe des biians suivants. 
L'écriture du bilan de l'entropie B l'interface permet #aboutir h I'égalitb des températures 
entre l'interface et las deux phases : 
et A la condition de non glissement h l'interface : 
La condition de non glissement (A2.8) permet d'ecrire en utiiisant (A2.6) la relation 
(A2.9) donnant la vitesse relative de la phase k par rapport it l'interface : 
A2.5 Bilan de quantité de mouvement 
Pour la quan tit6 de mouvement, les diffhntes grandeurs intervenant dans Ydquation da 
bilan (A2.5) sont: 
q k  = pkVk 
qI = 0 d'aprés H l  (pl = 0) 
r& = -PkI -!- p,T, 
q =al 
X, = pkg oh g est l'accélération due & la pesanteur. 
n, =O d'après H l  {pl = 0 )  
Ldquation de bilan s%rit alors : 
Le bilan de la quantité de mouvement (A2.103 est projeté suivant Ia normale et le plan 
tangent de l'interface pour donner respectivement les relations (A2.11) et (AS, 12) : 
vi<r + fi (v, - v,). t - t. ( ~ ~ 7 ,  - p,~,).n = 0 (A2.12) 
En tenant compte de la condition de non glissement à ïinterface (A2.&), la projection 
(A2.12) sur la plan tangent s'écrit dors : 
Lorsque l'hypothèse A3 est v€rifiée, le gradient surfacique de la tension interfaciale est 
nul. La projection sur le plan tangent de l'équation de quantitd de mouvement (A2.13) prend 
finailement la f m e  suivante : 
qui traduit l'dgalité des contraintes tangentielles entre Ies deux phases h l'interface. 
A2.6 Bilan d'énergie 
Pour l'énergie, les diffhntes grandeurs intemenant dans r"@uation de bilan (A2.5) sont : 
9, = pk ek + - où ek est la densite massique d'énergie interne. [ 2 )  
91 =el 
& = - P A  + T~ V, - q, ofi q, est Ie flux dvnergie thermique donn6 par la loi de 
Fourier q, = -Xkv~,. 
rII = aV1 
n, = P, g.V, 
n, = O  d'après H2 
L'équation de bilan (A2.5) s'&rit alors : 
Le bilan de l'énergie (A2.15) est simplifie : 
- en lui ajoutant le bilan de quantité de mouvement (A2.10) multiplik par V, 
- en lui ajoutant la relation suivante déduite du bilan de masse : 
- en tenant compte des relations (AL, 17) obtenues en exploitant (A2.9) : 
Le bilan inteficial (A2.185 ainsi obmu s'écrit : 
oii h, = e, + P, Jp, est Ia densité massique d'enthalpie. 
Compte tenu des relations (A2.4) decrivant la thermostatique de l'interface lorsque 
t'hypothèse H3 est vérifiee, le bilan d'energie à l'interface se met sous la forme : 
Annexe 3 
Calculs complémentaires 
A3.1 Calcul de f{Ja) 
A3.2 Cala1 de la force exercée sur une bulle de rayon variable par un &oulement 
potentiel uniforme 
A3.2.a Ecriture du théoréme de la dissipation 
A3.2.b Calcul du travaiI radiai 1, du tenseur des contraintes 
A3.2.c Calcul de la force totale 
La fonction f(Ja) intervient dans l'expression de la vitesse radiale de l'interface d'une 
bulle en phase d'bbullition diffusive en l'absence dYcou1ement (relation 3.14). Le ctlcuI 
analytique de f(1a) présenté ici est en fait une simplification, grace A I'hypothèse 
E = p, Jp « 1, de celui rédis6 par Scriven (19593. 11 s'appuie sur l'hypothbse faite par 
Scrivert et vérifiée par nos simulations num6riques (relation 3.16) : les vitesses de la couche 
limite thermique et de l'interface de la bulle sont identiques en dgime permanent. Le nombre de 
Nusselt est aiors constant et s'écrit en fonction de f(Ja) : 
Le proMerne à résoudre est purement radial et It€quation d'advection-diffusion de la 
température (1.1 .c) s'écrit en coordonndes sphbriques : 
où la vitesse radiale V, est déduite de l'équation de continuité. (1 .l .a) : 
L'équation (A3.2) est résolue dans le référentiel CR' défini au chapitre 3 par le 
changement de df6rentieI (3.7). Elle devient 3 l'aide des transformations (3.9) : 
La relation (A3.1) exprime le fait que, dans Ic r&f€ienticl %*, la couche limite thermique 
est stationnaire c'est h dire que ln  tempérahue n'y d+nd pas du temps. Cette hypothèse permet 
daBcrire (A3,4) sous Sa forme : 
J.,a combinaison de (A3,13 et du bilan d'6nergie interfaciaI (3.2) permet d'écrire : 
dT L'tLquation (A3.5) vérifiée par - est une équation différentielle du premier ordre dont la 
dr* 
solution est : 
Le champ de température est obtenu en intégrant Ia relation (A3.7) : 
L'écritu~ des conditions aux limites la surface de fa bulle et loin de celle-ci permet de 
calculer les constantes d'intégration, : 
Le nombre de Nusselt est calcul6 en intégrant (A3.7) la surface de la bulle. La solution 
analytique cherchBe pour f(Ja) est alors obtenue en écrivant la relation (A3.1). L'expression de 
f(Ja) est une fonction du parametre F qui s'exprime par : 
Iï f (Ja) = - F 
Na2 
Le tableau A3,l regroupe les valeurs de f(Ja) obtenues en résolvant (A3.10) pour 
différents nombres de Jacob. Ces calculs ont kt6 réalisés B Saide du logiciel Mathematica instdlé 
sur station ICBM RS6000, 
Tableau A3.1: valeurs de ffJa) 
A3.2 Calcul de Ia force exercée sur une bulle de rayon variable 
par un 6coulement potentiel uniforme 
Nous nous proposons dans cette annexe d'obtenir Ia force de traînée exerck par un 
écoulement uniforme sur une bulle de gaz dont: le rayon varie d m  le temps en calculant Ia 
dissipation d'energie de l'écoulement potentiel. Pour cela on considère une buIle spherique de 
rayon variable en translation avec la vitesse U, = U, ex au sein d'un liquide au repos. Dans ces 
conditions, le potentiel des vitesses s'écrit en coordonnées s p f i q u a  centrées sur la bulle : 
A.3.2.a EcrIture du théorbe de la dissipation 
Dans le cas qui nous intéresse, la surface de la bulle se déplace et 1"riture du h€oteme 
de la dissipation est: plus délicate que dans la situation oli l'interface est imobiIe. En effet Ie 
travail du tenseur des contraintes est dQ comme dans le cas classique au mouvement de 
translation de la bulle mais également au déplacement radial de sa surface. La force qui s'exerce 
sur la bulle est la résultante des contraintes intégrGes sur sa surface. Elle sOkcrit compte tenu de 
la condition de cisaillement nul (1 34) : 
oh Z = (-P 1 + p 2) est le tenseur des contraintes et n la n o d e  ext6deur-e à la swface 
de la bulle, Le théorème de la dissipation résulte de récriture du bilan d'dnergie ciagtique dans 
tout l'espace. L'6quation de bilan l d  de I'énergie cidtique est obtenue en rédisant le prduit 
scalaire de l'équation de conservation de la quantitk de mouvement (1.l.b) par le vecteur 
vitesse. Cette équation s'écrit. en notant D = 2p SijSij la dissipation visqueuse de 1'6coulement 
et Sii = (3vi/axj + avj/axi)/2 le tenseur des taux de d6fomtion : 
On wnsidére le domaine de fluide 6 compris entre la surface de h bulle r et une sphhre 
concentrique h la bule de surface TA et de rayon A. L'intégration de chaque terme de (A3.13) 
dans 6 s ' M t  : 
oh n, et V, sont respectivement la normale sortante par rapport au domaine 6 et la 
vitesse de dbplacernent de ta surface considérée. Sur la surface de ta bulle T, la relation entre 
nr  et n s 'kit  : 
Les différentes intégraIes sur TA tendent vers O quand A tend vers l'infini (Th, 1981). 
Elles sont ca1cuIées de manié= classique en consid6rant que, suffisamment loin de Ia bulle, le 
champ des vitesses de i%oulement potentiel constitue une bonne approximation du champ réel. 
La relation (A3.13) s'écrit alors compte tenu de (A3.14) : 
Compte tenu de la relation 11.29, déduite du bilan de masse b la surface de la bulle en 
prenant en compte le rapport des masses volumiques des deux phases, la deuxikme intégration 
dans (A.3.16) v4rifie : 
Le passage le plus délicat de ce calcul conceme l'6valuation de la puissance des 
contraintes s'exerçant sur la surface de la bulle. Lorsque l'interface est immobile, cette int6graIe 
s'derit de maniére immédiate comme &nt l'oppos€e de la puissance des efforts de traînée 
exercés par 1'Ccoulement sur la bulle. Lorsque l'interface se dépIace, cette puissance du 
tenseur des contraintes suivant 1e d6placement U, = Ub E, s'ajoute la puissance d6ve1oppée par 
les contraintes suivant le ddplaccment radiai de Finterface -R n, : 
On notera par la suite I, = E, dT . Ir 
Le principal probtbme persiste car l'dvaluation de I'int4grdc 1, nécessite la connaissance 
de la contrainte nomaie Zn, sur la surface. Evidemment, si cette contrainte &ait connue, le 
calcul de la mînBe se réaliserait de manihre directe l'aide de Ia relation (A3.12). 
A ce stade du calcul, Ie îh4orème de la dissipation s'écrit : 
A3.2.b Calcul du travail radial 1, du tenseur des contraintes 
L'utilisation du théorème de la dissipation off= le EormidabIe intéfit de pouvoir calculer la 
force de traînée F, sur la bulle sans nécessiter la connaissance des champs de vitesse et de 
pression dans la couche Iimite de celle-ci. ElIe est donc particulièrement intéressante dans le cas 
oh l'écoulement rBeI est très proche de I'écoulement potentiel mais en diffêre par la condition de 
cisaiIlement nul sur Ia bulle. En effet dans ces conditions, I'intégmtion de la contrainte normale 
(c.,)~, ~alcul€e avec le champ potentiel ne donne pas la totalitd de la tralnth car la correction 
de pression p, d'origine visqueuse, provenant de fa vorticité créée la surface de la bulle par 
Ia condition de cisaillement nul (1.34), apporte une contribution h Ia trafnk qui est du meme 
ordre (en ~ e - ' )  que le terme de contrainte normale fisqueuse [Moore 1959, Moore 1 963, 
LRvich 19621. La con trainte nomde h l'interface s'&rit en fait à i'ordre o(R~-' ) : 
La correction de pression p, est dans le cas de l'écuulement stationnaire en l'absence de 
déplacement de l'interface [Kmg & h l ,  19881 : 
Elle est antisym6trique par rapport Zi I'angle polaire 0 sur [O, R] et sa contribution à 1, est 
donc nulle. Par des considérations purement qualitatives, on constate que Ia composante radiale 
de la vitesse du fluide induite par le d6placement de I'interface est inddpendante de l'angle 
polaire 8 et ne change pas les symétries par rapport B 0 de la correction de vitesse et par 
conséquent de la correction de pression p,. Ainsi un calcul analogue à celui de Kang & 
Leal (1988), si les équations voulaient bien se laisser intégrer, aboutirait h une correction de 
pression antisyrnécrique par rapport 0. Par conséquent la contribution de p, 1, est nulIe. 
L'intégrale 1, s"expXrme donc en fonction du tenseur des contraintes calcuIé avec le champ de 
vitesse et de pression de I"ou1ement potentieI (A,3.1f) : 
A.3.2.c Calcul de Ia force totale 
Le théor&me de la dissipation (A3.19), compte tenu de (A3.22), s'écrit finalement : 
Le calcul des diffdnenres intégrales de (A3.23) est immédiat et aboutit aux expressions : 
La force totale exercée sur la bulle est constituk d'un terme d'inertie et du terme de 
traînée visqueuse classique de 1'6couIement stationnaire, Elie s'exprime finalement par : 
I'expression (A3.25) peut figalement se mettre sous Ia forme vectorielle suivante : 
oh gb = 4~ ~ ~ 1 3  est le volume de la bulle et CD est le coefficient de traînée visqueuse 
calcul6 ih i'aide de la dissipation de l'écoulement potentiel h la pkision O( ~ e - ' )  : 
Annexe 4 
Tableaux de données 
A4,1 Nombre de Nusselt pour une bulle sphgsique au sein d'un écoulement 
uniforme et stationnaire 
A4.2 Valeurs numériques de J(E) calculées par Mchughlbh (199 1) 
A4.1 Nombre de Nusselt pour une bulle sphérique au sein d'un 
&coulement uniforme et stationnaire 
Dans le LrtbIeau A4.1 sont regsoupés les r6suItats numkrîques du transfert interfacial entre 
une bulle sphkrique et un écoulement unifume et stationnaire à differents nombre de Reynolds 
Re et de Prandtl Pr [Lagendre, 199 11. Iis ont et6 compl6t6s et comparés avec des simulations 
n%iisées avec la version actuelle de JADIM pour les besoins de oette étude. 
Tableau A4.1 : nombre de NusxIt en Bçoulement uniforme et stationnaire 
A 4.2 VaIeurs nurnlériques de J(E) calculées par Mcl=aughlin (199 1) 
Dans le tableau A4,2 sont regroupées les valeurs numériques de J(E) cdculées par 
Mckughlin ( 1 99 1) qui interviennent dans i'expression du coefficient de portance (4.10) pour 
la sphère solide : 
et I'expression (4.36) pour la bulle spMrique : 
TabIeau A4.2 : Valeurs numeriques de J(E) calculées par Mckughlh ( t 99 1) 

